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Capitolul 1

MULTIMEA NUMERELOR NATURALE N

Dumnezeu a creat numerele naturale — restul este munca omului.
(L. Kronecker)
1.1. Triplete Peano

Definitia 1.1.1. Numim triplét Peuno un triplet (N, 0, s) unde N este o multime
nevidi, 0€N iar s:N—N este o functie astfel incit sunt verificate axiomele :

P,: 0& s(N);

P, : s este o funcfie injectiva ;
P;: dacdi PSN este o submulfime astfel incit 0P si (n€P = s(n)EP), atunci
P=N.

In cele ce urmeaza, acceptdm ca axioma existenta unui triplet Peano (cititorului
domic de aprofundarea acestei chestiuni ii recomandam lucrérile [17] s1 [38]) .

Lema 1.1.2. Daca (N, 0, s ) este un triplet Peano, atunci N={0}Us(N).

Demonstratie. Daca notaim P={0}Us(N), atunci PEN s1 cum P verificd Ps,
deducem ca P=N .m

Teorema 1.1.3. Fie (N, 0, s ) un triplet Peano iar (N’, 0’y s ') un alt triplet
format dintr-o multime nevidi N', un element 0’'€N’ si o functie s":N' — N'. Atunci :

(i) Exista o unica functie f:N—N’ astfel incit f(0)= 0’, iar diagrama

Nl——M lN'
N —f‘) N’

este comutativa (adici fos=s"of);

(ii) Daca (N’,0',s’) este un triplet Peano, atunci f este bijectie.
Demonstratie. (1). Pentru a proba existenta lui f, vom considera toate relatiile

RENXN' astfel Incat :
r:0,00€R
1, - Daca (n, n")€R, atunci (s(n), s'(n"))€R iar prin Ry vom nota intersectia acestor
latii .
e Vom demonstra ¢ Ry este o relatie functionald s1 astfel f va fi functia ce va avea
drept grafic pe Ry (astfel, din (0, 0)€R, vom deduce cd f (0)=0" iar dacd nEN si f (n)=
=n'eN’, (n , n")ERy, deci (s(n), s’'(n"))ERy, adica, f(s(n))=s'(n")=s'(f (n)). Pentru a

demonstra cd Ry este o relatie functionald, vom demonstra c¢d pentru orice n€N, existd



n’eN’ astfel incit (n, n)ER , iar dacd pentru n€N si n’, n’’€N’ avem (n, n")ER, §t
(@, n")ERy, atuncin’=n"""

Pentru prima parte, fie P={n€N : existd n'EN’ astfel incat (n, n")€Ry }EN.
Cum (0, 0))ERy deducem ci 0E€P. Fie acum n€P §i n’€N’ astfel incit (n, n")ER,. Din

definitia lui Ry, deducem ci (s(n), s'(n)ER, ; obtinem ci s(m)EP si cum (N, 0, s) este
triplet Peano, deducem ci P=N.
Pentru a doua parte, fie

Q={n€N :dacin’,n’’€N ’si(n,n’), (@, n)ERy = n’=n""}EN
s1 sd demonstram la Inceput ca 0€Q.
Tn acest sens, vom demonstra ca daca (0, n")ER, atunci n'=0’. Dacd prin absurd,
n'# 0’, atunci vom considera relaia R\=R; \ {(0, n)}NxN’. Din n'# 0’ deducem ci (0,
0")ER, iar dacd pentru mEN’ avem (n, m) ER; , atunci (n, m)ER, §i (n, m) # (0, n'). Astfel
(s(n), s'(m))ERy, 51 cum (s(n), s'(m)) # (0, n’) (cici s(n) # 0 conform cu P;), deducem ca

(s(n), s'(m))ER, . Cum R, verifici 1, si 1; ar trebui ca RyER, — absurd (cici R, este inclusd
strict In Ry ).

Pentru a proba ci 0€Q, fie n’, n’’€N’ astfel incat (0, n’), (0, n")ER,. Atunci,
tinand cont de cele stabilite mai sus, deducem ci n'=n"'=0’, deci 0€Q.

Fie acum n€Q sin ‘€N ' astfel Incit (n, n")ER, ; vom demonstra c& dacd (s(n),
n’’)ER,, atunci n’’=s'(n’). Si presupunem prin absurd ¢d n’'# s'(n’) si sd considerdm
relatia R; =Rg \ {(s (n), n’")} . Vom demonstra ¢ R, venficdr; sir; . intr—adevar, (0,0)€R,
( cdci 0 # s(n) ) iar daca (p, p)ERy, atunci (p, p") ERy s (p, pH# (s(m), n’’) .

Deducem ¢a (s(p), s'(p’))ER, §i dacd presupunem (s(p), s’'(p”))=(s(n), n’’), atunci
s(p) =s(n), deci p=n. De asemenea, 5’(p")=n"’. Atunci (n, n')ERo §i (n, p’)ERy iar cumn€Q
= n'=p’, deci n’'=s'(p’)=s'(n’), ceea ce contrazice faptul ci n’’# s(n’). Prin urmare, (s(p),
s'(p") # (s(m), n'"), ceea ce ne araté ci (s(p), s'(p")) ER, , adica R, satisface 1, $i 1, . Din nou
ar trebui ca RyCR, — absurd !. Deci (s(n), n')ER, = n'’=s’(n’) astfel cd dacdr, s EN ‘s
(s(n), 1), (s(n), s YER, , atunci r =s = s'(n"), adica s(n)€Q, deci Q=N.

Pentru a proba unicitatea lui f, s presupunem ca mai existd f'"N—N’ astfel incét
f/(0)=0' 51 s'(f'(n))=t’(s(n)) pentru orice n€EN.

Considerdnd P={neN : f(n)=t"(n)} €N, atunci 0P iar daci n€P (adici f(n)=f'(n)),

atunci s’(f(n))=s’(f'(n))= f(s(m))=t"(s(n)) => s(n) €P si atunci P=N, adica f=f’.
(ii). Sa aratam la Inceput ci f este injectiva. Pentru aceasta vom considera

P={n€N : daci meN si f(m)=f(n)=>m=n} SN si s& demonstrdm la inceput ci 0EP. Pentru
aceasta fie mEN astfel incat f(0)=f(m) si sd demonstrdm cd m=0. Daca prin absurd m#0,
atunci m=s(n) cu n€N iar egalitatea f(m)=f(0) devine f(s(n))=f(0)=0", de unde s’(f(n))=0’,
ceea ce este absurd deoarece prin iflotezd (N’, 0, s”) este un triplet Peano.
Fie acum n€P; pentru a demonstra ¢ s(n)EP, fie mEN astfel incét fm)=f(s(n)).
Atunci m#0 (cdci In caz contrar ar rezulta c¢d 0'=f(0)=f(s(n))=s'(f(n)), absurd !),

deci conform Lemei 1.12, m=s(p) cu peEN iar egalitatea f(m)=f(s(n)) devine
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f(s(p)=t(s(n)) & s'(f(p))=s'(f(n)), adicd f(p)=f(n) si cum n€P, atunci n=p si astfel
m=s(p)=s(n).

Pentru a demonstra surjectivitatea lui f sa consideram
P’={n’EN": existd nEN astfel incit n’=f (n)} SN’ .
Cum f(0)=0" deducem cd 0’€P’. Fie acum n’€P’ ; atunci existd n€EN astfel incat
n'=f (n). Deoarece s’(n")=s’(f(n))=f(s(n)), deducem ca s’(n")EP’ si cum tripletul N’, 0’, s)

este un triplet Peano, deducem ca P'=N’, adici f este si surjectiv4, deci bijectivi . B

Observatie. Conform Teoremei 1.1.3 (cunoscutd si sub numele de teorema de
recurentd ) un triplet Peano este unic pand la o bijectie.

In cele ce urmeaza vom alege un triplet Peano oarecare (N, 0, s) s1 pe care 1l vom
fixa ; elementele lui N le vom numi numere naturale .
Elementul O va purta numele de zero . Notdim N* = N\ {0}.

Vom nota 1=s(0), 2=s(1), 3=s(2), e.t.c., astfel ca N={0, 1, 2, ... }. Functia s poartd
numele de finctia succesor . Axiomele Py — P; sunt cunoscute sub numele de axiomele lui
Peano .

Axioma P; poartd numele de axioma inductiei matematice.

1.2. Adunarea numerelor naturale

Teorema 1.2.1. Exista o unici operatie algebrica pe N pe care o vom nota prin

»+” §i 0 vom numi adunarea numerelor naturale astfel incat pentru orice m, nEN si
avem: A;: 0+m=m;
A;:  s(nytm=s(n+m).

Demonstratie. Sa probam la Inceput unicitatea si pentru aceasta si presupunem ci
mai €xista o operatie algebricd @ pe N astfel incat sunt verificate A; §i A,.

Fie P={n€N : n+m=n®m, pentru orice meN}cN.

Din A, deducem ca O€P iar din A; deducem ci dacd n€P, atunci s(n)+m=s(n)®m
< s(ntm)=s(n®m), ceea ce este adevarat deoarece s este injectivd i am presupus ci nEP.
Deci P=N, adica cele doud operatii coincid.

Consideram un element meN (pe care il fixdm) §i tripletul (N, m, s) ; conform
Teoremei 1.1.3 existd o unicd functie f,:N—N astfel incat £,(0)=m si s(fa@m))=Fn(s(D))
pentru orice n€N . Pentru n€N definim n+m=f;, (n). Atunci 0+m=f,(0)=m iar s(n)+m=

=fn(s()) =s{fn(n)) =s(ntm). W
Observatie. Axiomele A—A; poarti numele de axiomele adundrii numerelor
naturale.

Propozitia 1.2.2. Pentru orice m, n€N avem
A2 : nt0=m;
47 ¢ nts (m)=s(n+m).

Demonstratie. Fie P={mE€N: m+0=m }SN. Daci in A, facem pe m=0, deducem
cd 0+0=0, adicd 0€P. Dacd meP, (adicd m+0=m), atunci s(m)+0=s(m+0)=s(m), adici
s(m)€EP, deci P=N. Analog se probeazi si a doua relatie. &
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Propozifia 1.2.3.  Dubletul (N, +) este monoid comutativ cu proprietatea de
simplificare:

Demonstratie. Din cele stabilite anterior, deducem ca 0 este element neutru pentru
adunarea numerelor naturale.

Pentru a proba comutativitatea adunarii sa consideram

P={neN : n+tm=m+n pentru orice meN} N
Evident 0€P. Daci n€P, adici ntm=m+n pentru orice m&N, atunci
s(n)+m=m+s(n) < s(ntm)=s(mtn) < n+tm=mtn, ceea ce este adevdrat. Deducem cé

P=N, adici adunarea numerelor naturale este comutativa .
Pentru a demonstra asociativitatea adunirii numerelor naturale, s considerdm

P ={neN: (mtm)+p=nHm+p) pentru orice m,pEN} N,
Evident 0€P. Fie acum n€P. Atunci (s(n)+m)+p=s(ntm)+p=s((n+m)+p) iar
s(n)+Hm+p)=s(n+(m+p)) si cum (n+m)+p=n+(m+p) deducem cd s(n)EP, adica P=N.
Pentru partea finald fie P={p&eN : dacd m+p=n+p = m=n}cN.
Evident OEP si si presupunem c¢d pEP. Atunci m+s(p)=n+s(p) < s(mtp)=s(ntp)
© mtp=nt+p < m=n (cici peP), adica s(p)EP si astfel dinnou P=N. =
Observatie. Daca n€N, atunci s(n)=s(n+0)=n+s(0)=n+1.

Propozifia 1.2.4. Daci m,nEN sim+n=0, atuncim=n=20.

Demonstratie. Dacda m # 0 sau n# 0, atunci exista p, q€ N astfel incdt m = s(p) sau
n = s(q). In primul caz, obtinem ¢i m+n = s(p)tn = s(ptn) # 0 — absurd ! si analog n al

doileacaz. Decim=n=0. B

1.3. Inmulfirea numerelor naturale

Propozitia 1.3.1. Exista o unica operatie algebrici pe N netati ,,” i numita
inmulfirea numerelor naturale astfel incit pentru orice m, nEN si avem :
I;: m0=0;
I, : ms(n) = mn+m.
Demonstratie. Fie meN fixat ; considerand tripletul (N, 0, £y, ), unde f:N—N
este definita prin f(n)=n+m pentru orice n€ N, atunci conform Teoremei 1.1.3. existd o
unicd functie g o :N—N astfel incat gy (0)=0 s1 fnogm=gm os.
Definim m-n=g;(n) si astfel m-0=g,,(0)=0 iar m's(n)=gu(s(n))= fn(gn()=fn(mn)=
=m-n+m . Unicitatea operatiei de inmultire cu proprietatile I, si I, se probeaza ca in cazul

adundrii. @
Observatie. I; si [, poartd numele de axiomele inmultirii numerelor naturale.

In cele ce urmeaza, dacd nu este pericol de confuzie, vom scrie m'n= mn pentru

m, nEN.
Analog ca in cazul adunirii numerelor naturale, se demonstreaza cd pentru oricare
numere naturale m, n avem :

) : 0om=0;

13 : s(n)'m = nm+m.
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Lema 1.3.2. Inmulfirea numerelor naturale este distributiva la stanga fata de
adunarca numerelor naturale.

Demonstratie. Fie P={pEN : m(n+p) = mn+mp pentru onicare m, nEN}SN.

Tinind cont de A, s1 I; deducem ca O€P.

S& presupunem acum cd pEP si fie m,neN.

Avem m(nts(p))=m(s(n+p))=m(+p)+m=mn+mp+tm=mn+ms(p), adica s(p)eP s
astfel P=N. m

Propozitia 1.3.3. Dubletul (N, -) este monoid comutativ.
Demonstratie. Pentru a proba asociativitatea iInmul{ini fie

P={p&N: (mn)p = m(np) pentru oricare m, n€E N} N.

In mod evident, 0EP. Sa presupunem acum ci pEP si sd demonstram ca s(p)EP.
Avem (mn)s(p)=(mn)p+mn iar m(ns(p))=m(np+n)=m(np)+mn (conform Lemei 1.3.2), de

unde egalitatea (mn)s(p)=m(ns(p)), adici s(p)€P, deci P=N.

Deoarece pentru orice n€N avem n'1=n's(0)=n-0+n=n iar 1-n=s(0)n=0n+n=n
deducem ca 1 este elementul neutru al inmultirii numerelor naturale.
Pentru a proba comutativitatea Inmul{irii numerelor naturale fie

P={neN : nm=mn pentru orice meN}<N.
in mod evident 0cP i sa presupunem ci nEN.
Atunci pentru orice meN, s(n)m=n'mtm iar ms(n)=mn+m, de unde
s(n)'m=m-s(n), adica s(n)<EP, deci P=N. W

1.4. Relatia naturali de ordine de pe N

Definitia 1.4.1. Pentru m, n€N vom scrie m<n (si vom spune ci m este mai mic

sau egal decat n sau cii n este mai mare sau egal decit m) daci exista peN astfel incat
m+p=n ; convenim in acest caz si notim p=n-m.

Daca peN*, atunci m<n §i m#n ; in acest caz vom scrie m<n §i vom spune ci
m este strict mai mic decit n.

Lema 1.4.2. Daca m, n€N si m<n, atunci s(m)<n.
Demonstratie. Deoarece m<n, existd p€ N* astfel incdt m+p=n. Cum pEN*, existd
keN astfel incit p=s(k) (conform Lemei 1.1.2). Atunci din m+p=n deducem cd m+s(k)=n

= s(mtk)=n = s(m)+k=n =>s(m)<n. W@
Corolar 1.4.3. Pentru orice n€N, n<s(n).

Propozitial.4.4. Dubletul (N,<) este 0 mulfime total ordonata.
Demonstratie. Deoarece pentru orice n€N, n+0=n deducem ca n<n, adica relatia <

este reflexiva. Fie acum m, n€N astfel incdt m=<n 1 n<m. Atunci existd p, g€ N astfel incat
m+p=n §1 n+q=m. Deducem ci nHp+q)=n, de unde p+q=0 (conform Propozitiei 1.2.3), iar
de aici p=q=0 (conform Propozitiei 1.2.4), adicd m=n, deci relatia < este antisimetrica .
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Fiec acum m, n, pEN astfel incat m< n si n< p. Atunci existd 1, sEN astfel incat
m+r=n-si n+s=p. Deducem imediat’ cd m+(r+s)=p, adicd m<p, deci relatia < este si

tranzitivé, adica < este o relatie de ordine pe N.
Pentru a proba cé ordinea < de pe N este totald, fie meN fixat iar
Pp={neEN:n<msaum<n}cN.
fn mod evident 0€P,, si fie n€P,. Dacid n=m, atunci cum n<s(n) avem m=<s(n),
adicd s(n)€P,, . Dacd n<m, atunci conform Lemei 1.4.2 avem s(n)<m si din nou s(n)€Pn .
Daca m<n, cum n<s(n) avem c¢i m<s(n) si din nou s(n)E€P,,. Rezulta cd P,=N §i cum m

este oarecare deducem cd ordinea <de pe N este totald. W

Observatie. Relatia de ordine < definitd anterior pe N poartd numele de ordinea

naturald de pe N.

Teorema 1.4.5. Dubletul (N, <) este o mulfime bine ordonata.

Demonstratie. Trebuie si demonstram c orice submultime nevidi ASN are un cel
mai mic element. Pentru aceasta fie:

P={n&N: n<x pentru orice XxEA} <= N.
Evident 0EP. Daca pentru orice n€P ar rezulta s(n)EP, atunci am deduce ca P=N. Astfel
ca alegAnd un X, €A atunci Xo€P, deci s(x,) EP. In particular ar rezulta ca s(xXo )<xo, absurd!.
Deducem ci P#N, adici existd acP astfel incat s(a)&P.
Vom demonstra ¢i a€A si cd a este cel mai mic element al lui A.
Dacd a@A, atunci pentru orice XEA avem a<x, de unde s(a)<x (conform Lemei
1.4.2), adici s(a)EP — absurd !, deci a€A si cum a€P deducem cd a <x pentru orice XEA,

adici a este cel mai mic element allui A . B

Corolar 1.4.6. Orice sir descrescitor de numere naturale este stationar.

Demonstragie. Fie (a ), en un sir descrescitor de numere naturale iar A={a , :
neN}EN. Conform Teoremei 1.4.5 mulfimea A are un cel mai mic element a y ; atunci
pentru orice m>k avem a , > a k $i cum a x < an, deducem cd a, = ax, adicd sirul (@, )neN

este stationar. W

Corolar 1.4.7. In N nu putem gisi un sir strict descrescitor si infinit de
numere naturale.

Corolar 1.4.8. Fie PEN astfel incat pentru orice neéN (x<n = x€P) = neP.
Atunci P=N.

Demonstratie. Fie A= N \P < N si sd presupunem prin absurd ci A # ©.

Conform Teoremei 1.4.5 multimea A va avea un cel mai mic element a€A. Cum
pentru xEN, x<a = x¢A = x€P, conform ipotezei P=N, adicd a€P si astfel a¢A -
absurd |. Deci A=, de unde P=N . ®
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Corolar 1.4.9. (Teorema impdrfirii cu rest in/N'). Pentru oricare doui numere
naturale m, n cu n#0, existd si sunt unice doud numere naturale ¢ si r astfel incat
m=n-ctr sir<n.

Demonstratie. Fie A={s€N: existd peN astfel incdt m=np+s}<SN. Deoarece
m=0'm+m deducem cd mEA, adicd A#D. Conform Teoremei 1.4.5 multimea A posedd un
element minimal r€A. Atunci existd c€N astfel incdt m=c'n+r si sd demonstrdm cé r<n .

Daca prin absurd r<n, atunci conform Propozitiei 1.4.4, r>n, adica exista ueN

astfel incat r=n+u. Deducem cd m=nc+r=nc+ntu=n(c+l)+u, adicd u€A, deci r<u si cum
u<r deducem cd u=r, adicd n=0 — absurd !.

Pentru a demonstra unicitatea lui ¢ §i r si presupunem cd m=en+1= =c'ntr’, cur,
r’'<n si sd ardatdm cd c=c¢’ sir=r’.

S presupunem de exemplu ci c<c’, adicd ctu=c’ cu ue N*.

Atunci m=nc’+1'=n(c+u)+r’=nc+nu+t’, deci r=nu+tr’ >n — absurd !.

Deci c=¢’ si deducem imediat cd sir=r". ®

Observatie. Numirul ¢ poartd numele de cdtul impdrtirii lui m la n iar 1 se zice
restul acestel Tmpartiri .

Teorema 1.4.10. Fie m, n, m’, n', peN astfel incit m <n §i m’' < n’. Atunci:
@) m+m'< n+n' §i mm'< nn’
(ii) mp<np si m°<n’.
Demonstratie (i). Putem scrie m+tr=n si m'+r'=n’, cur, r'eN.
Din (m+m")+(+tr)=n+n' deducem ¢4 m+m'<n+n".
De asemenea nn'=(m+1)(m'+r")=mm'+mr'+rm'+rr’ §i cum mr'+rm'+r'e N deducem
cd mm'<snn’.
(ii). Se deduce ca si (i) finind cont de (i) precum si de regulile de calcul din N

stabilite mai fnainte. W
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Capitolul 2
INELUL NUMERELOR INTREGI (Z, + *)
2.1. Constructia grupului (Z, +)

In vederea construirii mul{imii numerelor intregi Z, vom prezenta la inceput
Teorema lui Malfev de scufundare a umui monoid comutativ cu proprietatea de simplificare

intr-un grup comutativ urméand ca prin particularizare la cazul monoidului (N, +) s

obtinem grupul aditiv (Z, +).

Teorema 2.1.1. (Malfev) Fie (M, -) un monoid comutativ cu proprietatea de
simplificare. Atunci exista un grup comutativ G(M) si un morfism injectiv de monoizi
iM:M—G(M) ce verifici urmitoarea proprietate de universalitate :

Pentru orice grup comutativ G si orice morfism de monoizi f:M—G exista un

unic morfism de grupuri f':G(M)—G astfel incat diagrama
iy
M > GM)

’

f s IE

5
G
este comutativa (adica ' oiy=T).

Demonstratie. Pe multimea M'=MxM definim relatia (x, y)~(x’,y") (d=ef) xy'=yx’
st sa probdm cd ~ este o echivalentd pe M’ compatibila cu structura de monoid a lui M’
(adicd ~ este o congruentd pe monoidul produs M'=MxM ),

in mod evident, relatia ~ este reflexiva si simetrici. Dacd (x, VI~ y) st (x,
¥y~ (x"', y'") atunci xy'=yx’ ¢ X'y’ "=x"'y’, de unde xx'y’y"’=x'x""yy’, deci xy’’= yx'’ (am
simplificat prin xy"), adicd (x, y)~(x"’, y'"), deci relatia ~ este si tranzitivd, de unde
concluzia ca ~ este o echivalenta pe M’ .

Fie acum (x, y), (X, v"), (a, b), (@', b )eM’ astfel incat (x, y)~(a, b) st
&', v)~(a’, b’) s1 53 probam cd si (xx’, yy")~(aa’, bb" ).

Avem deci xb=ya si x’b’=y’a’, de unde xx’bb'=yy’aa’, adicd (xx’, yy’)~(aa’, bb"),
adica relafia ~ este o congruentd pe monoidul produs M’ in care reamintim ca operatia de
compunere se defineste prin (x. y)(x’, y)=(xx".yy’). Vom considera monoidul cét
GM)=M'/~ iar pentru (x, Y)EM’ vom nota prin [x, y] clasa sa de echivalen{d in GQM).
Datorita faptului ¢d relatia ~ este o congruentd pe M’ deducem imediat ¢d G(M) devine in
mod canonic monoid comutativ, definind pentru [x, v], [x, y' ]€GM), [X, y]' [X', y'|=[xx’,
yy'] (elementul neutru al lui G(M) va fi egauj=[e, €l, e fiind elementu! neutru al lui M).

Deoarece pentru [x, y]€GM), [x, y]'ly, x]=[xy, xy]=fe, e] deducem ca [y, x]=
=[x, y] 7', adicd G(M) este grup (comutativ). Definim iy :M—G(M) prin iy X)=[x, €]

pentru orice XEM. Pentru x, yEM avem 1y (X)'1y (y)=[X, ][y, e]=[xy, e]=iu (xy) adicd 1 m
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este morfism de monoizi. Dacd iy (X)=ly (). atunci [, e]=[y, €] ¢ xe=ye < x=y, adici 1y
este‘chiar morfism injectiv de-monoizi .
S4 aratdm acum cd dubletul (G(M), iy) verificd proprietatea de umversalitate din

enunt. Pentru aceasta fie (G,o) un grup comutativ oarecare si fLM—G un morfism de
monoizi. Pentru [x, y]€G(M), definim {'([x, y])=f(x)0(f(y))’1. Observam cd dacd
[x, yI=IX', y'], atunci xy'=x'y, deci f(x)of(y")=f(x")of(y) & £()o(fy)) =fx) oty V",
adicd [ este corect definitd. Sa probam acum od f’ este morfism de grupuri.

Avem F(x, y][x', y D=, vy D=E (ex o[y O] =) of(x Yo [fy)of(y")]'=
=(f(x)o[f)] o fx)o[f(y)] )=f'([x, yDot'([x", y D).

Pentru x€M avem (f’oiy)(x) = f'(in(x)) = f'([x, €]) = foO[f(e)]” = f(x), de unde
concluzia ¢d " oiy=f .

Pentru a proba unicitatea lui f* (cu proprietatea din enunt) sd presupunem cd mai
existd un morfism de grupuri f'*:G(M)—G astfel incat {'"o1y=f.

Atunci, pentru [x, y]JEGM) avem [x, y]=Ix, el-[e, y]=[x, e] v, e]”, de unde
E(x, yD=F(x el ly, e} D= G (0-AuG I G (0)o(E ()N =t o (fy)) =
=f'([x. v]), adicd t"'=t".

Observatii 1. Daca f este un morfism injectiv de grupuri, atunci si {* este morfism
injectiv de grupuri .

[ntr-adevar, dacd [x, y]€GM) si f'([x, y]=eq, atunci fx)o(f(y)) '=eq, deci
f(x)=f(y), de unde x=y, adica [x, y]=I[x, x]=[e, €]= ecm).

2. Daca pe mulfimea dubletelor (G, f) cu G grup abelian §1 fM—G morfism
injectiv de monoizi definim relaia (G, f)<(G', f') & existd h:G—G’ astfel incit h este
morfism injectiv de grupuri si hof=f", atunci se verifici imediat ca relatia de mai sus este o
relatie de ordine iar dubletul (G(M), iy ) din Teorema lui Maltev este cel mail mic element
fata de aceastd relatie de ordine.

Definitia 2.1.2. Considerim monoidul (N, +) (ce are proprietatea de
simplificare conform Propozitiei 1.2.3) si urmind tehnica dati de Teorema lui Maltev,

multimea subiacentd grupului aditiv (G(N), +) se noteaza prin Z si poarta numele de
mulfimea numerelor intregi .

Tindnd cont de faptul ca in:N—Z, in(n)=[n, 0] pentru orice ne N este morfism
injectiv de monoizi, vom identifica fiecare numdr natural n€N prin elementul intreg [n, 0]
astfel ca N va fi privit4 in continuare ca submuliime a lui Z.

Fie acum z=|m, n]€Z. Dacd m=n, atunci z=0. Dacd m<n, atunci exista p&N*
astfel incat m+p=n (in acest caz convenim sd notam p=n-m §i astfel m+(n-m)=n) iar

7=[0, p]=-[p, 0] se identifica cu numarul intreg —p iar dacd n<m, atunci existd q€N* astfel
incat n+q=m i astfel z=[q, 0] identificandu-se cu numarul natural q.

Tindnd cont de acestea putem scrie pe Z sub forma Z=(-N*)UN unde -N*={-n :
nEN#*Ysau Z=40, +1 , 42, ....}. Vomnota Z* = Z \ {0}.

2.2, fnmultirea numerelor intregi

Lema 2.2.1. Fiex,y,z,t,x',y’, 2/, t' €N astfel incit [x, y]=[x', y'] si
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[z, t]=[z", t']. Atunei [xztyt, xt+yz]=[xz"+y"t", x"t'+y'z'].
Demonstratie. Dinipoteza avem x+y‘=y+x’ si z+H'=z'+t astfel ca
[xzHyt, xttyz]=[x"z"+y"t’, x't'+y"2] & (xzHy ) Hx 't +y 2" ) =(xtHyz)+Hx 24yt ) &
X(Z-D)Hy(tz)=x' (2"t )y  (t'-2") = (x-y) (Z-)=(x"-y")(z'-t") ceea ce este adevirat deoarece
X-y=x'-y’ si z-t=2'-t". m
Fie acum a=[x, y] si =z, t] doud numere intregi.

Definind a-f=[xz+tyt, xt+yz], conformn Lemei 2.2.1 deducem ci aceastd definitie
este corectd .

Propozifia 2.2.2. (Z, +, - ) este domeniu de integritate.
Demonstragie. Conform celor de mai fnainte (Z, +) este grup comutativ. S4

demonstram acum ci (Z, ) este monoid comutativ iar pentru aceasta fie a=[x, y], a'=[x’

>

y'], o’’=[x"", y''] trei elemente oarecare din Z.

Atunci :
ala'a Yy Ry ]
=ROX Y Y YY), KO Y ey )
=xx'x"xy 'y yy Ty, xxy Ak Yy x X yryy'y '] dar
(a0 )o"=[xx"+yy’, xy"+x'y][x", y"']
=[G +yy Iy Yy, (xHyy Ny Hxy 'y )x "]
=Dox'x "y "y yy Yy, xxly ey O Ty Hyy 'y
de unde deducem ca a(a'a’")=(aa")a’’ adicd Inmulfirea numerelor intregi este asociativa.

fn mod evident, aa’=a’a (deoarece Inmultirea numerelor naturale este comutativa ),
adicd inmulfirea numerelor intregi este comutativa.

Deoarece af1, 0]=[x, y]{1, 0]=[x, yJ=a, deducem ci elementul neutru pentru
inmulfirea numerelor intregi este [1, 0].

Sd ardtdm acum ca inmultirea numerelor intregi este distributiva fad de adunarea
numerelor intregi . Intr — adevir,

a(a’ o) =[x, Iy Ay ] =[x Gy, sy ()
=[xy Hyy", sy hyHyxHyx ] dar
ao+oa” =[x, yl[x"y THx y] [x", y ] = [xx"+yy!, xyHyx/]HxxHyy ", xyHyx "]
= [xx"Hyy'+xx'"+yy”’, xy’ tyx'+xy" +yx’’] de unde se observi ca
afa’+a'’) = aa’toa’’ .
Am probat pani acum cd (Z, +, - ) este un inel comutativ unitar. Pentru a arita ca
inelul Z nu are divizori ai lui zero, fie aa’=0=[0, 0] cu 0. Atunci xx'+yy’=xy’+x'y, de

unde (x-y)(x'-y")=0. Cum a#0 (adica x-y#0) rezutd c¢d x'-y'=0 ©x'=y'< o'=0. B
2.3. Relatia de ordine naturala de pe 7
Definifia 2.3.1. Pentru x, y€Z definim relafia < prin x<y < y-xeN,

Teorema 2.3.2. Dubletul (Z, <) este multime total ordonati.
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Demonstratie. Fie X, y;zEZ ;, deoarece x-x=0E€N deducem ca x<x.

Dacé x<y §1 y<x atunci existd m, neN astfel incdt y-x=m i x-y=n, de unde m+n=0
si deci m=n=0, adicd x=y.

Dacd x<y §i y<z, atunci existd m, n€N astfel incat x+m=y §i ytn=z.
Cum xHm+n)=z deducem ca x<z, adicd ( Z, <) este o multime ordonata. Faptul ca
ordonarea de pe Z este totald rezultd din aceea ca Z=(-N*)UN 1ar (NN N=2. m

Observatie. Din felul in care am definit relajia de ordine < pe Z deducem ci
N={x€Z : x>0} iar -N={x&Z : x <0}.

Propozifia 2.3.3. Fiex,y,z € Z astfel incat x<y.
Atunci (i) -y<-x

(i) dacaz>0 atuncixz<yz

(iii) daca z <0 atuncixz >yz.

Demonstratie. (i). Din x<y deducem cd y-xEN s1 cum (—x)~(-y)=y-xEN rezulti ca
-y =X

(ii). Cum y-x€N si zEN avem (y-x)zEN adica yz-xz€N, decixz <yz .
(iif). Cum —zEN si y-x€N deducem ¢a si (y-x)(-2)EN iar cum (y-X)(-2)=x2-yz € N

rezulticixz>yz. H
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